Maciej Grzesiak
Instytut Matematyki Politechniki Poznanskiej

Szeregi

1. Szeregi liczbowe

Definicja 1. Szeregiem liczbowym nazywamy wyrazenie

oo
Zan=a1+a2+a3+“' 1)
n=1

Liczby an, n = 1,2,... nazywamy wyrazami szerequ. Natomiast sume

=3 2)
k=1

nazywamy n-ta suma czesciowa szeregu. Jezeli istnieje granica

lim s, =5,

n—oo
to szereg (1) nazywamy zbieznym, a liczbe S nazywamy sumgq szereqgu. W przeciwnym przy-
padku mowimy, Ze szereg jest rozbiezny.

W definicji 1 numeracja wyrazow rozpoczyna sie od 1. Nie ma to jednak istotnego znaczenia,
o0
bo podobnie mozna zdefiniowaé > a,, gdzie ny jest dowolna liczba naturalna. Ten szereg
n=ngo
rézni sie od szeregu (1) tym, ze pierwsze ng — 1 wyrazéw jest réwne 0. Ogdlniej, mozna
stwierdzié¢, ze zmiana dowolnej skonczonej liczby wyrazéw nie ma wplywu na zbieznosé (tzn.
po takiej zmianie szereg zbiezny pozostanie nadal zbiezny, a szereg rozbiezny pozostanie nadal
rozbiezny).

Przyklady. Znalezé wzér na sume s, i zbadaé zbieznosé szeregu > o

n=1dn-

> 300
1.2:127;

27L
Q.Z%;

n=1

<n(n+1)

Achilles i z6tw. Podany przez Zenona z Elei ! paradoks Achillesa i zétwia przedstawia si¢ zazwyczaj tak:
Achilles (stynacy jako szybkobiegacz) Sciga zétwia, ktéry jest daleko w przodzie, gdy heros zaczyna bieg.
Nastepnie Achilles dobiega do miejsca, w ktérym niedawno byl z6tw, ale w tym czasie zwierzak dochodzi juz
do nastepnego miejsca, ktére za chwile osiaga Achilles, ale z6tw dochodzi w tym czasie do nowego, Achilles
znowu dobiega, ale z6lw jest dalej, itd. A wiec Achilles nigdy nie dogoni zétwia — konkludowal Zenon.
Paradoks Zenona mozna wyjasnié¢ przy pomocy szeregow.

1 Zenon z Elei, ok. 490 p.n.e. — ok. 430 p.n.e., filozof grecki



Zadanie. Achilles znajduje si¢ w odlegloéci d od zétwia i $ciga go z predkoscia V. Zétw porusza si¢ z predkoscia
.

Niech t; oznacza czas w jakim Achilles przebedzie odlegto$é d, a s; — droge przebyta przez zétwia w tym
czasie.

Ogolnie: t, oznacza czas w jakim Achilles przebedzie odlegto$é s, —_1, a s, — droge przebyta przez zélwia w
czasie tp.

Obliczy¢ sumy szeregbéw EZO:1 tn i Ezozl Sn. Po jakim czasie Achilles dogoni zétwia?

Mamy: t; = %, 51 = tv, ta = 3}, s = tav, ...
n—1
Ogolnie: t, = 22 = ”t;’l, Sn = tpv. Zatem t, = & (%) , wiec jest to cigg geometryczny.
Ostatecznie - ; - - .
DU P S
n=1 V—uv n=1 n=1 V-uv

Zauwazmy, ze gdy szereg > - a, jest zbiezny, to zaréwno s, jak i s,_1 daza do granicy S.
Poniewaz a,, = s, — sp—1, wiec lim,,_., a, = 0. Mamy wigc nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1. (warunek konieczny zbieznoSci szeregu) Jezeli szeregy . | a,, jest zbiez-
ny, to jego wyraz ogdlny a, dgzy do 0.

Ten warunek nie jest wystarczajacy. Jest nieskonczenie wiele szeregéw, ktoérych wyraz ogdlny
a, dazy do 0, ale ktére sa rozbiezne. Bardzo waznym przykladem jest szereg harmoniczny:

il—1+1+1+1+1+
—n 2 3 45

Na szeregach mozna wykonywaé dziatania arytmetyczne.

Twierdzenie 2. 1. Jezeli szeregy - | a, jest zbiezny, to dla dowolnego ¢ € R szereg >~ | cay,

jest zbiezny oraz
o0 oo
g ca, =c E G-
n=1 n=1

2. Jezeli szeregi Y o1 Qn, Y ovoy by sq zbiezne, to szereg Y - (a, + by) jest zbiezny oraz
o0 o0 o0
D (n+bn) =3 ant ) b
n=1 n=1 n=1

Na og6l trudne jest wyznaczenie wzoru analitycznego na sume s,,, a co za tym idzie wyznacze-
nie sumy szeregu .S. Nalezy wiec postawié¢ zadanie tatwiejsze: zbadacé tylko zbieznosé szeregu.
Jesli wiadomo, ze szereg jest zbiezny, to mozna potem oblicza¢ chociaz jego warto$¢ przy-
blizona (biorac np. 100 czy 1000 wyrazéw szeregu, zaleznie od dokladnosci przyblizenia jaka
chcemy osiagnac¢). Twierdzenia podajace warunki zbieznosci szeregu nazywamy kryteriami
zbieznosci.

Na poczatek zajmiemy sie szeregami o wartosciach nieujemnych.

Twierdzenie 3. (kryterium poréwnawcze) Jezeli 0 < a, < b, dlan €N, to

1. Jezeli szereg Y oo by, jest zbieiny, to szereg Y . | an jest zbieiny;

2. Jezeli szereg Z;’Lozl an jest rozbieiny, to szereg Zzozl by, jest rozbieziny.

Aby to twierdzenie skutecznie stosowaé trzeba dysponowaé pewna ”baza informacji”, tj.
znaé jaka$ grupe szeregéw zbieznych badz rozbieznych. Bedziemy korzystali z nastepujacej
informacji:

Szereg postaci

oo

1

ne
n=1

(tzw. szereg Dirichleta) jest zbiezny dla o > 1, a rozbiezny dla o < 1.
Zauwazmy, ze dla n = 1 otrzymujemy szereg harmoniczny.
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Przyktady. Zbadaé zbiezno$¢ szeregu:
1 ZOO sinn .
. n=1 n2

. . in2
Poniewaz 22 z n

sin?n
n2

< 5 oraz Y7 5 jest zbieimy, wiec >

n=1
2305 m

L1 o 1 s (o ; ;
Teraz \/n(n+1) > T = w1 oraz > me1 71 Jest rozbiezny (bo jest to szereg harmo

niczny bez pierwszego wyrazu), wigc Y oo | ————
n= n(n+1)
o0 3n+1.
3‘ anl n2—-37
oo 3n+l
4.3 e

Twierdzenie 4. (kryterium ilorazowe) Jezeli an, > 0 i lim,_, oo

tez jest zbiezny.

tez jest rozbiezny.

An41 __
Tan — 0 M0
1. jezeli ¢ < 1, to szereg Y - | a, jest zbieiny;

2. jezeli ¢ > 1, to szereg anl an jest rozbieziny.

Kryterium ilorazowe nazywane jest tez kryterium d’Alemberta. Nie rozstrzyga ono zbieznosci,
gdy ¢ = 1, a takich przypadkéw jest wiele. Np. dla szeregéw

> 1 <1
2o Xw

otrzymamy ¢ = 1. Jednak pierwszy z nich jest rozbiezny, a drugi zbiezny.
Przyklady Zbadaé zbieznosé szeregu:

Twierdzenie 5. (kryterium pierwiastkowe) Jezeli a, > 0 i lim, o {/a, = ¢, to
1. jezeli ¢ < 1, to szereg Y - | a, jest zbieiny;
2. jezeli ¢ > 1, to szereg Y .~ | a, jest rozbieiny.

Inna nazwa: kryterium Cauchy’ego. Gdy g = 1, nie rozstrzyga ono zbieznosci.
Przykltady. Zbadaé zbiezno$c¢ szeregu:

n
3 2 .
L (B2)
1
2. Z?O'LO:2 (Inn)™*

Twierdzenie 6. (kryterium catkowe) Niech funkcja f(x) bedzie nieujemna i nierosngca
dlax € [1,00]. Wtedy szereg >~ f(n) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy calka niewlasciwa
[° f(@)dx jest zbieina.

Przykltady. 1. Wykaza¢ rozbieznosc szeregu harmonicznego obliczajac catke floo %dz.
2. Wykazaé zbieznos¢ szeregu » oo, (n)a dla o > 1.
Wszystkie powyzsze kryteria zakladaly nieujemnosé wyrazow szeregu.

Definicja 2. Szereg Y-, a, nazywamy bezwzglednie zbieznym, gdy szereg Y - |ay| utwo-
rzony z jego wartosci bezwzglednych jest zbiezny. Szereg zbiezny, ale nie bezwzglednie zbiezny,
nazywamy warunkowo zbieznym.

Jezeli D77 | a, jest bezwzglednie zbiezny, to jest zbiezny. Z tej uwagi wynika praktyczne
postepowanie przy badaniu zbieznoéci szeregu. Najpierw nalezy wyjasnié, czy szereg jest
bezwzglednie zbiezny. Mamy tu do dyspozycji cztery wymienione wyzej kryteria zbiezno$ci.
Jesli okaze sie jednak, ze szereg nie jest bezwzglednie zbiezny, to powstaje problem zbadania
zbieznosci warunkowej. Tu jednak nie ma skutecznych twierdzen. W zasadzie mamy tylko
jedno twierdzenie, i to dotyczace dosé specjalnego szeregu.

Definicja 3. Szereg postaci

o0

Z(fl)nilan =ay—as+az—ag+---,

n=1

gdzie a, > 0, nazywamy naprzemiennym.



Takim szeregiem jest np.

1 1 1 1
B N e H
Z( ) n 2+3 4+

n=1
nazywany szeregiem anharmonicznym.

Twierdzenie 7. (kryterium Leibniza) Jesli cigg a,, jest nieujemny, nierosngcy i dgzy do
0, to Y02 (=1)""La, jest zbieiny.
Przyktlady.
1. Ciag % jest nieujemny, nierosnacy i dazy do 0. Zatem szereg anharmoniczny jest zbiezny
(ale tylko warunkowo, bo utworzony z jego wartoéci bezwzglednych szereg harmoniczny jest
rozbiezny).
2. 30 (=1)"~ R (warunkowo zbiezny)

o (=nn~? ..
3. ey NSt (warunkowo zbiezny)

oo (=)t .. . .. .
4.5 NoEn (rozbiezny — warunek konieczny nie jest spelniony)

_ n—1 . . .

5.5 0, % (bezwzglednie zbiezny)
Na zakonczenie anegdota
(cytat ze strony http://www.math.utah.edu/"cherk/mathjokes.html).
The following problem can be solved either the easy way or the hard way.
Two trains 200 miles apart are moving toward each other; each one is going at a speed of 50 miles per hour.
A fly starting on the front of one of them flies back and forth between them at a rate of 75 miles per hour.
It does this until the trains collide and crush the fly to death. What is the total distance the fly has flown?
The fly actually hits each train an infinite number of times before it gets crushed, and one could solve the
problem the hard way with pencil and paper by summing an infinite series of distances. The easy way is as
follows: Since the trains are 200 miles apart and each train is going 50 miles an hour, it takes 2 hours for the
trains to collide. Therefore the fly was flying for two hours. Since the fly was flying at a rate of 75 miles per
hour, the fly must have flown 150 miles. That’s all there is to it.

When this problem was posed to John von Neumann?, he immediately replied: ”150 miles”.
?1t is very strange”, said the poser, ”but nearly everyone tries to sum the infinite series”.

?What do you mean, strange?” asked von Neumann. ” That’s how I did it!”

2. Szeregi potegowe

Szereg postaci
D fula)
n=1

ktérego wyrazy sa funkcjami zmiennej z, okreélone w tej samej dziedzinie D, nazywamy sze-
regiem funkcyjnym. Dla ustalonego x € D szereg moze by¢ zbiezny lub nie. Zbiér wszystkich
x € D dla ktérych szereg jest zbiezny nazywamy obszarem zbieinosci szeregu. Obszar ten
moze by¢ zbiorem pustym.

Np. dla szeregu

o

1
ne
n=1

obszarem zbieznosci jest przedzial (1,00), a dla szeregu

obszarem zbieznosci jest przedziat (—1,1).
W dalszym ciggu ograniczymy sie do dwdch specjalnych grup szeregéw: potegowych i trygo-
nometrycznych.

2 John von Neumann, 1903 — 1957, matematyk, inzynier chemik, fizyk i informatyk.
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2.1. Okreslenie i promien zbieznosci szeregu

Definicja 4. Szereg postaci
Z Cbn(l‘ - xO)nv (3)
n=0

nazywamy szeregiem potegowym.

Dla zy = 0 mamy szereg » .., anz".
Jesli x =0, to ZZOZO a, " = ag, jest to wiec szereg zbiezny. Aby znalezé¢ inne wartosci = dla
ktorych szereg fo:o a,z" jest zbiezny mozna postuzyc¢ sie kryterium ilorazowym. Obliczamy

n+1
. Up++1T . Ap41
lim | ———| = |z| lim =
n—oo Apx™ n—oo ap,

|z]q,

gdzie ¢ = lim,_ . Z kryterium ilorazowego wiadomo, ze jesli |z|¢ < 1, czyli jesli

An+1
an
|z| < %, to szereg jest zbiezny. Natomiast jesli |z|q > 1, czyli |z| > %7 to szereg jest rozbiezny.

Liczbe

1 1
R=-=

q N lim,, s

An41 |
an

nazywamy promieniem zbieinosci szeregu. Przyjmujemy, ze gdy ¢ = 0, to R = oo, a gdy
q=o00,to R=0.
Zamiast kryterium ilorazowego mozna zastosowaé kryterium pierwiastkowe. Wtedy ¢ =

lim, 0o ¥/]an|, wiec

1
R=— — .
lim, oo ¥/ |Gn|

Zauwazmy tez, ze dla szeregu y - an(z — xo)" otrzymujemy podobne wnioski. Zatem wy-
kazaliSmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8. (o obszarze zbieznosci szeregu potegowego) Jesli R jest liczbg wy-
ZNaczong ze Wzory

R= tim (4)

lub ze wzoru )
R= lim ——, (5)

to szereg (3) jest zbiezny w przedziale (xo— R, xo+ R) i rozbiezny w przedzialach (—oo, z9— R),
(o + R, 00). W punktach xog — R, xo + R szereg moze byé zbiezny lub nie.

Liczbe R nazywamy promieniem zbieinosci szeregu, a przedzial w ktérym szereg jest zbiezny
przedziatem zbieznosci.
Przykltady. Zbadaé zbiezno$¢ szeregdw:
o
LYol o5

Obliczamy
1
3 1)3ntt 1
R=tim 1%l gy gy, DS g Ly
n—00 |an+1| n—oo W n—oo ’I’L?)n N— 00 n

Zatem szereg jest na pewno zbiezny w (—3,3). Dla = 3 otrzymujemy szereg harmoniczny
> %, ktoéry jest rozbiezny, a dla x = —3 szereg anharmoniczny ZZOZI(—I)”%, warunkowo
zbiezny. Ostatecznie przedzialem zbieznosei jest [—3, 3).

o0 n
2.3, %
Po podobnej (jak wyzej) analizie otrzymamy przedzial zbieznosci [—1,1).
W nastepnym przykladzie ograniczymy sie¢ do promienia zbieznosci.
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oo (n))? n .
3.3 020 @y Tutaj

(n)?2(n+1)]!

= m —F =
n=00 |api1|  n—oe (2n)![(n + 1)1
2 1)(2 2 4 2
N R ) B

2.2. Rozwijanie funkcji w szereg potegowy

Dla danego szeregu potegowego > - a,x™ mozemy okresli¢ funkcje f, ktérej dziedzing jest
przedzial zbieznosci szeregu a wartoSciami sa sumy odpowiednich szeregdéw. A zatem dla
kazdego x z tego przedziatu:

o0
fl@) = ant" =ao+ a1z + aga® + - + apz” + - -
n=0

W tej sytuacji méwimy, ze funkcja f ma rozwiniecie w szereg potegowy.
Przyklad. Dla szeregu geometrycznego ZZOZO 2™ iz € (—1,1) mamy

Zatem funkcja = ma w przedziale (—1,1) rozwiniecie w szereg Y ™.

Rozwinigcie w szereg potegowy daje mozliwosé obliczania wartoséci funkcji. Jesli chcemy wy-
znaczy¢ f(c) dla ¢ nalezacego do przedzialu zbieznosci, to mozna to zrobié¢ obliczajac lub
aproksymujac sume szeregu:

o0
E anc™ = ag + a1c+ agc® + -+ anc” + -

n=0

Rozwinigcie w szereg umozliwia tez rozwiazywanie probleméw z rézniczkowaniem badz cat-
kowaniem funkcji, poniewaz funkcja zdefiniowana szeregiem ma wlasnosci podobne do wla-
snosci wielomianu. W szczegdlnosci mozna wykazaé, ze pochodna szeregu mozna obliczaé
rozniczkujac wyraz po wyrazie. Podobna uwaga dotyczy calki. Doktadniej, mamy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 9. Zaldzmy, Ze Y .-, a,x™ ma niezerowy promiers zbieznosci R i niech funk-
cja f bedzie okreslona wzorem

o0
f(I):Zanx”:ao+a1x+a2z2+~~+anx"+~~
n=0

dla kazdego x z przedzialu zbieznoéci. Jesli —R < x < R, to

(i) f'(2) = 3, olana") = 3207 naga™t =

= ay + 2a27 + 3azz® + -+ + na,z" 4

.. x x

(i1) Jo FO)di =322 fo ant™ dt) = 37020 g et =
:a0$+%x2+a€x3+...+%x”+....

Podstawowym zagadnieniem jest przedstawienie danej funkcji w postaci szeregu potegowego.

Definicja 5. Zaloimy, ze funkcja f ma w punkcie xg pochodne dowolnego rzedu. Mozna
wtedy utworzyé szereg

f//(xo)
2!

(x_x0)2+...7

2 £(n) "z
Zif n(' O)(x—xo)”:f(xo)—i-if (1'0)(33—:30)—1—
n=0 ’ ’

ktory nazywamy szeregiem Taylora funkcji f o srodku w punkcie xg.
Jezeli xg = 0, to ten szereg nazywamy szeregiem Maclaurina funkcji f.
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Zatem pod warunkiem, ze funkcja ma wszystkie pochodne mozna utworzyé¢ pewien szereg z
nig zwigzany. Ale:

— szereg nie musi by¢ zbiezny w calej dziedzinie tej funkcji;

— nawet jesli jest zbiezny, to jego suma nie musi by¢ réwna tej funkcji.

Potrzebne sa dodatkowe zalozenia.

Twierdzenie 10. (o rozwijaniu funkcji w szereg Taylora) Jezeli
1. funkcja f ma na otoczeniu U punktu xo pochodne dowolnego rzedu;
2. dla kazdego x € U reszta wzoru Taylora dezy do 0, tj.

F™(e)

lim R,(z)= lim ——=(x —x0)" =0,

to

0 £(n) (5
fy =3 T e

dla kazdego x € U.

Przyklad. Postugujac sie powyzszym wzorem wykazaé, ze dla x € R

> 1 x x2
xr __ n __
e = Eﬁoaw +F+§+ (6)
- - (‘Un on+1 _ z? z® x’
Smx_z_o Cnrlt TP EmTE oWt (7)
& (), a® at af
cosw=D “mart =l gt gt (8)

Postugujac sie juz wyprowadzonymi rozwinieciami mozna znalez¢ dalsze wykonujac operacje
na szeregach (dodawanie, mnozenie przez stala, catkowanie, rézniczkowanie ...)
Przyktad. Wykorzystujac réownosci

1 1
sinhz = =(e® —e™"), coshz = 5(690 +e )

wykazac, ze dla z € R

. 2, g2ntl 3 b 47

81nhx:2)m:z+§+5+ﬁ+... (9)
2 g2 x2 ozt S

COthzzwzl—’_a—'—Z—'_a—'—”" (10)
n=0

Przyklad. Juz ze szkoly znana jest réwnosé

1 o0
1_36:295" dlaz € (—1,1) (11)
n=0

(szereg geometryczny). Zamieniajac w niej & na —x otrzymamy

1 o0
= —1)"z™ dl —-1,1).
T2 nzo( 'z are(-1,1)
Calkujemy od 0 do x:
In(1+2z) = /“’ Ldt = i /I(—l)”t"dt = i (71)nx"+1
0 1+¢ n=0"0 n:0n+1
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dla z € (—1,1).
Przyklad. Z réwnosci (11) otrzymujemy np.

oo

ORI

n=0

1
2—z 2 1-— %
dla |£] <1, tj dla |z| < 2
Ogodlniej, gdy szukamy rozwiniecia w szereg danej funkcji wymiernej, to nalezy zaczaé¢ od
przedstawienia jej w postaci sumy utamkéw prostych.

L . 2412
Przyktad. Rozwina¢ w szereg funkcje f(2) = 751=%-

-+ 12 2 3

224+2-6 x2-2 x+43

Teraz kazdy utamek rozwijamy w szereg:

x22_xi3:1;é_i (—2) §221_ - §:< )K

3 =i n=0

Otrzymany szereg jest zbiezny, gdy ‘§| < 1 oraz |§| < 1, tj. dla |z < 21 |z| < 3. Ostatecznie
wiec |z| < 2.
Szereg geometryczny jest szczegblnym przypadkiem ogdlniejszego szeregu dwumianowego:

o0

(1+@“§:(Z>ﬂ daaeR, z€(~1,1)

n=0

gdzie symbol (z) okreslamy nastepujaco:

(a> _ale=1@=2)...(a=n+1)

n n!

Przyktadowo dla oo = % mamy:

X 2 5, 25 258
Le= ”3“@ HETTE

2.3. Zastosowania szeregéw potegowych

Zmnajac rozklad funkcji w szereg Maclaurina mozna z dowolng dokladnoscig obliczy¢ wartosci
tej funkcji.

1
Przyklad. Obliczyé /e = e10 z dokladnoscia 0,00001.

b fii(*> +OJ+OML+QW1+QWM+
o n! 1! 2! 3! 41

Jezeli dodamy pierwszych k wyrazéw tego szeregu, to na mocy twierdzenia 10 reszta szeregu
jest postaci

107"

Y

k! ’

Zadang dokladnoéé uzyskamy, gdy reszta bedzie mniejsza od 0,00001. Wystarczy k = 4.
Uwaga. Z twierdzenia 10 mozemy korzysta¢, gdy znamy wzér na n-tg pochodna. Jesli tego
wzoru nie znamy, to trzeba szacowaé inaczej. W ostatnim przykladzie przyblizajac et k
wyrazami odrzucamy wyrazy:

0<9¥<0,1

1 1 1
R‘Z%m@& 0 T 0 e+ ) 1Ry
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Szacujemy:

1
R<—(14107 ' +1072+---
T (1107 1077 )

_ 1 1 1
10K 9 10F—1. 9k

Dla k = 4 wynosi to 155557 < 1550z = 107°.

Przy obliczaniu wartosci wazne jest, jakiego szeregu uzyjemy do obliczen.
Przyktad. Obliczyé¢ In2.

Punktem wyjscia jest szereg

> —1)" .1‘2 .Z‘3 _1n—1
NI S P SN SR S
n=0

dla z € (-1, 1]. Podstawiajac w nim & = 1 otrzymamy

1 1 1 1
m2=1— -4+ —Z 4.4 (=) 1= 4...
n 5t3— 7t +(-1) ot
Szereg ten jest bardzo wolno zbiezny. Jest to bowiem szereg naprzemienny, dla ktérego tatwo
mozna uzasadni¢ nastepujaca wlasnosc.

Lemat 1. Niech S, = Zﬁzl(—l)"_lan oznacza przyblizong warto$¢ szeregu naprzemienne-

go >0 (—=1)"ta,, gdzie a, > 0. Wtedy |S — S| < aji1-

n=1
Krétko: btad jaki popelniamy biorac k wyrazéw jest mniejszy od modutu (k+1)-szego wyrazu.
Np. biorac 10 wyrazéw popelniamy blad szacowany liczba %
Znajdziemy szereg znacznie szybciej zbiezny. W tym celu wykorzystamy szereg
oo n+1 2 3 n—1
T T T -1
(-5 =-3 )

n=0

dla z € [-1,1). Odejmujac szeregi dla In(1 + ) i In(1 — x) otrzymamy

11+x 2( +x3+x5+x7+ )
n =2+ ).
11—z 3 ) 7
Poniewaz }f—i =2dlaz= %, wiec podstawiajac do powyzszej réwnosci x = % uzyskamy
1 1 1 1
| 2:2(7 )
" 3733 5.3 7.3

Btad jaki popelnimy biorac k wyrazéw wynosi

2 2 2
Ok + 1)3%F1 | (2 1 3)323 | (2k 4 5)3eeas |
i jest mniejszy od
S (1+1+i+ )—72 S S
(2k + 1)32k+1 9 92 (2 +1)3%+1 8 4(2k 4 1)32k-17

Jesli np. wymagamy, zeby blad byl niewiekszy niz 1072, to nalezy znalezé k dla ktérego
bedzie
4(2k +1)3%F=1 > 10°.

Wystarczy k£ = 9.
Lemat 1 ma dosé nieoczekiwane zastosowanie w dowodzie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 11. Liczba e jest niewymierna.
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Dow6d nie wprost. Przypusémy, ze e jest wymierna, tzn. e = - dla pewnych liczb natu-
ralnych m,n. Wtedy e~ = ™ oraz

1

Przyblizajac e™" suma n pierwszych wyrazow szeregu:

popeliamy blad mniejszy od % Zatem

sfm_ 11 1y
n 20 31 4 (n—1)! n!’

Mnozac te nieréwno$¢ przez n! otrzymujemy

n! n n

O<|m(n—1)!—§—|—3!—a

4= (=1)""n| < 1.
Liczba w érodku jest na pewno calkowita, a z nieréwnosci wynika, ze jest ona miedzy 0 i 1.
Oznacza to sprzeczno$é, bo takiej liczby nie ma. To konczy dowdd.

3. Szeregi Fouriera

Szereg postaci

540 + (apcosx +bysinz) + (agcos2z + bosin2x) + -+ =

1 oo
= §a0 + Zan cosnz + b, sinnx (12)

n=1

nazywamy szeregiem trygonometrycznym.

Kazdy wyraz tego szeregu jest funkcja trygonometryczng o okresie 27. Jezeli szereg jest zbiez-
ny w przedziale [—m, 7], to jest zbiezny dla wszystkich = i jego suma jest funkcja okresowa.
Stad wynika, ze rozwiniecie w szereg trygonometryczny moga mieé¢ tylko funkcje okresowe
o okresie 27.

Stawiamy zatem nastepujace zadanie. Przypusmy, ze funkcja f(z), o okresie 27, ma przed-
stawienie

1 o0
flx)= 5(10 + Z an cosnx + by, sinnz. (13)

n=1
Jak wyliczyé¢ wspotezynniki a,, i b,7
Zauwazmy najpierw, ze dla n € N jest ffﬂ coszdx = 0 oraz ffﬂ sinz dx = 0. Zatem calkujac
réwnosé (13) otrzymamy

s 1 s
flx)de = 540 dz,
a wiec
ag = L f(x)dx
o=z .

Aby obliczyé¢ a,, dla n > 0 mnozymy najpierw réwnosé¢ (13) zapisana w postaci

1 oo
f(z) = 540 + Z ay, cos kx + by sin kx
k=1

10



przez cosnz i potem catkujemy:

v 1 v
f(z)cosnxdxr = §a0/ cosnx dr +
+ Z <ak/ Coskxcosnxdx—l—bk/ sinkxcosnmdm).
k::l —T —T

Ale catki fj cos kx cos nx dx sg réwne 0 dla k # n. Zeby to stwierdzi¢, wystarczy skorzystaé
s
ze wzoru trygonometrycznego

1
cos kx cosnx = i(cos(k +n)x + cos(k —n)x).

Roéwniez f:r sin kz cosnx dx sa rowne 0 dla k € N. Tym razem korzystamy ze wzoru trygo-
nometrycznego

1
sin kz cosnx = §(sin(k‘ + n)z + sin(k — n)x).
A zatem jedyna niezerowsa calka po prawej stronie jest f:r cos? nx dx = 7. Zatem mamy
s s
f(@) cosnzdx = a, / cos? nx dx = a,,
—T —Tr
skad otrzymujemy

s
ap = — f(x) cosnx dx.
™ —T

Analogicznie znajdziemy wzor na b,; nalezy pomnozy¢ réwnosé (13) przez sin nz i catkowad,
korzystajac przy tym ze wzoru ffﬂ sin kx sinnz dxr = 0 dla k # n. Te zalezno$é¢ otrzymamy
wykorzystujac rownosé

1
sin kz sinnz = §(cos(k —n)x — cos(k + n)x).

Po rachunkach podobnych do poprzednich uzyskamy:

1 s
b, = — f(x)sinnzx dz.
i —Tr
Otrzymane wzory
1 s
ap = — f('r) dl‘,
™ —T
1 s
ap = — f(z) cosnx dz.
T J)_n
1 /" .
b, = — f(x)sinnz dz.
T

—T
nazywamy wzorami Fulera-Fouriera.
Stosujac te wzory mozna dla dowolnej funkeji catkowalnej w przedziale [—m, 7] utworzy¢ sze-
reg trygonometryczny nazywany szeregiem Fouriera funkcji f(z). Ale ten szereg nie musi by¢
weale zbiezny! A jesli nawet jest zbiezny, to niekoniecznie do funkcji f(z). Zeby to zapewnié
potrzebne sa dodatkowe zalozenia.
Definicja 6. Mdéwimy, ze funkcja f(x) spetnia warunki Dirichleta, gdy

1. f(x) jest przedzialami monotoniczna w [—m, 7|;

2 F() = L(f(x —0)+ f(z +0)) dlaz € (—m,7);

3. f(=m) = f(m) = 3(f(=m +0) + f(m — 0)).

Symbole f(x —0) i f(z + 0) oznaczajg granice lewostronng i prawostronng w punkcie x.

11



Twierdzenie 12. (Dirichleta) Jezeli funkcja f(x) spelnia warunki Dirichleta, to jej szereg
Fouriera jest zbiezny do funkcji f(x) w przedziale [—m, 7).

Poza tym przedzialem réwnos$é zachodzi jedynie wtedy, gdy funkcja f(z) jest okresowa o

okresie 27.
Przyktady
1. Znajdziemy szereg Fouriera funkcji f(z) = |z|. Obliczamy
ag =, an—ﬁ[(_l) -1}, b,=0.
Zatem
1 21 .
x| = P = ; ﬁ[(fl) —1]cosnx =
r_4 i (2k — 1)
= ——= cos(2k — 1)z
2 7 (2k — 1)2
k=1
dla x € [—m, 7.
2. Dla funkeji f(x) = x cosx obliczamy
1 2n n
a=0 a,=0, b = —3 b, = n2—1(_1) dlan > 1.
A wiec
1 . n = 2n (—1)"si
= ——sin in
ZCosT 5 Sine 2T sin na
dla x € (—m, 7). Réwno$¢ zachodzi tylko w przedziale otwartym, bo trzeci warunek Diri-
chleta nie jest speilniony.
3. Niech

fay— {0 dla —r < <0
V=V 2z dla o<z<n

Szereg Fouriera tej funkcji:

fx) =

2 [2 cos(2n — 1)z , sinnz
a Z |:7T T (2n—1)2 (=1) n

n=1
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