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Krzywe

1. Krzywe stozkowe

1.1. Okrag

Niech w przestrzeni dane beda dwie proste [ i [, przecinajace sie w punkcie W. Jezeli prosta Iy
bedzie obraca¢ si¢ dokota prostej [, to zakresli powierzchnie w przestrzeni zwana powierzchnig
stozkowgq lub po prostu stozkiem. Prosta | nazywamy osiq stozka, prosta Iy — tworzgcg stozka,
a punkt W — wierzchotkiem stozka.

Stozkowymi nazywamy krzywe, jakie mozna otrzymaé przecinajac stozek pltaszczyznami nie-
przechodzacymi przez wierzchotek. W zaleznosci od kata jaki tworzy o$ stozka z plaszczyzna
tnaca uzyskamy okrag, elipse, parabole lub hiperbole.

Powyzsze okreslenie jest pogladowe. Podamy teraz inne definicje tych krzywych.

Poniewaz krzywe te sg plaskie bedziemy traktowaé je jako podzbiory plaszczyzny Oxy.

Definicja 1. Okregiem o srodku S @ promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktow P
spetniajgcych warunek:

|SP| =,
t3. odleglych od $rodka o r.
Jezeli S = (a,b), P = (x,y), to obliczajac |SP| otrzymamy réwnanie:
(x—a)*+ (y —b)* =72 (1)
Wykonujac dziatania w réwnaniu (1) i podstawiajac ¢ = a? + b? — r? otrzymamy
2? +y* — 2ax — 2by +c = 0. (2)

Przyklad. Wyznaczyé érodek i promien okregu z? + y2 — 12z + 4y + 15 = 0.

Rozwigzanie. 7 réwnania mamy a = 6, b = —2, ¢ = 15. Stad 72 = 62 + (-2)%2 — 15 = 25.
Zatem S = (6,—2), r = 5.

Przyklad. Znalezé zbiér punktéow ptaszczyzny, ktoérych odlegtosé od poczatku uktadu jest
dwa razy wieksza niz odlegto$é od punktu A = (3,3).

Rozwigzanie. Kazdy punkt P = (x,y) tego zbioru spelnia warunek |OP| = 2|AP|, czyli

Va4 y? =21/ =3) + (y - 3)?
2> +y* =4((x —3)* + (y — 3)%),
322 +3y% — 240 — 24y + 72 =0,
22 +y? — 8z — 8y +24 =0,
(x—4)*+(y—4)* =38

Szukany zbiér to okrag o érodku (4,4) i promieniu 2v/2.
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1.2. Elipsa

Definicja 2. Elipsa nazywamy zbior wszystkich punktow P spelniajocych warunek:
|PF1|+‘PF2|:2(1, (3)

gdzie Fy i Fy sq ustalonymi punktami (nazywanymi ogniskami elipsy ), a > 0 jest stalq.

P=(x.y)

yd

Rysunek 1. Elipsa

Wybierzmy tak uktad wspélrzednych by ogniska lezaly na osi Ox symetrycznie wzgledem O,
tj. F1 = (—¢,0), F» = (¢,0) dla pewnego ¢ > 0. Obliczajac |PFy| i |PFs| i podstawiajac do
warunku (3) otrzymamy réwnanie:

VE+eo2+12+(z— ) +12 = 2a. (4)

Stad
Vie+e)?2+y?2=2a—+/(x—c)?+y2

Podnoszac obustronnie do kwadratu i wykonujac dzialania otrzymamy
2xc = 4a” — 4ar/(z — ¢)? + y2 — 2z,

ze—a® = av/(z — c) + 2.

Ponownie podnosimy obustronnie do kwadratu:

2

222 — 2zca® + at = ?

2?2 — 2xca® + a*c? + o*y?,
a2(a? — @) = 22(a® — ) + a%y?.
Oznaczmy a? — ¢? = b%. Wtedy:
a20? = 220 + %y

Po podzieleniu przez a?b? i zamianie stron otrzymujemy réwnanie elipsy:
x
—+ = =1L (5)

Liczby a i b wystepujace w réwnaniu maja prosta interpretacje. Jesli w (5) podstawimy y = 0,
to otrzymamy x = +a, a wiec elipsa przecina o§ Oz w punktach (—a,0) i (a,0). Analogicznie,
dla z = 0 jest y = +b, wiec elipsa przecina 0§ Oy w punktach (0,—b) i (0,b). Liczby 2a i
2b nazywamy odpowiednio osiqg wielkq i osiqg malg elipsy. Natomiast 2¢c nazywamy ogniskowq
elipsy.



Definicja 3. Liczbe e = ¢/a nazywamy mimosrodem elipsy.

Poniewaz 0 < ¢ < a, wiec 0 < e < 1. Mimosérdd charakteryzuje ”splaszczenie” elipsy: gdy jest
bliski 0, to elipsa jest ”prawie” okregiem. Im jest wiekszy, tym elipsa jest bardziej sptaszczona.
Przyktad. Jak wiadomo, planety poruszaja sie po elipsach. Stonce znajduje sie zawsze w
jednym z ognisk elipsy. Dla Ziemi pélos wielka a wynosi 150 - 106 km, a ¢ = 2,55 - 10° km.
Zatem mimosréd wynosi 0,017. Jest to wiec elipsa bliska okregowi.

Zadanie. Szklanka w ksztalcie walca o wewnetrznej srednicy d = 10 cm i glebokosci h = 12
cm jest napelniona do polowy woda. Jedli szklanke przechylamy tak, by woda osiggneta
krawedz, to powierzchnia wody bedzie ograniczona elipsa. Znalezé potosie tej elipsy.

Odp. a="7,8 cm, b=>5 cm.

Zadanie. Naszkicowaé¢ wykres krzywej okreslonej rownaniem

1622 4 9y + 64z — 18y — 71 = 0.
Rozwigzanie.

16(z% +4x) + 9(y* — 2y) =71
16(x+2)>+9(y— 1) =714+64+9 =144
+2)? —1)2
(x )+(y >

1.
9 16
Krzywa jest elipsa o pélosiach a = 3, b = 4 i érodku w punkcie (—2,1).
2
Zadanie. Wykazaé, ze promienie wodzace punktu P(z,y) na elipsie ﬁ—z + % = 1 wyrazaja

sie wzorami:
T =a+exr, rpo=a—€ex,

gdzie e to mimosréd.

Rozwigzanie. Mamy 71 + ro = 2a oraz 13 = (x + ¢)? + y2, 73 = (v — ¢)? + 2. Odejmujac
stronami dwie ostatnie réwnosci otrzymamy 7? — r3 = 4wxc. Dzielac stronami to réwnanie
przez réwnanie pierwsze otrzymamy r; — ro = 2ze. Z ukladu

r1+re =2a, r1 —ro = 2xe

tatwo obliczamy 7y, 79.

Przyrodnicy i fizycy czesto powoluja sie (nieformalnie) na tzw. zasade minimalnosci. Np.
”promien $wietlny szuka takiej drogi, ktora jest najkrotsza”. W tym kontekscie rozwazmy
zadanie: w ktérym punkcie elipsy nalezy przystawié¢ lustro, aby promien swietlny wychodzacy
z jednego ogniska trafit do drugiego?

Z zasady minimalno$ci wynika, ze powinien to by¢ taki punkt, ze droga (suma promieni
wodzacych) bedzie najkrétsza. Ale dla punktéw na elipsie wszystkie takie drogi sa jednakowe,
bo r1+7ry = 2a. Punkt jest wiec dowolny. Uwzgledniajac znany fakt, ze kat padania jest rowny
katowi odbicia, matematycznie oznacza to nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Styczna do elipsy w punkcie P tworzy z promieniami wodzgcymi punktu P
rowne kqty.

Formalny dowod tego twierdzenia mozna podaé rozwiazujac po kolei ponizsze zadania.
Z1. Obliczy¢ wspdlezynnik kierunkowy m stycznej do elipsy w punkcie (zg,yo) € Ozx.
Rozwigzanie. Elipse mozna traktowaé jako sume wykreséow funkeji

2 2
y=b/l-—3, yz—b\/l—ﬁ

Obliczajac pochodng otrzymamy




Uwaga. Najszybciej obliczymy m rézniczkujac wzgledem x réwnosc 22 4 Z—j = 1. Otrzymamy:

a?
2 2uy’
% ﬂ:Q
a b2

skad tatwo wyliczymy y’.

2
Z2. Wykazaé, ze jesli (xg,yo) jest punktem elipsy 2—2 + % =1, to prosta “0F 4 ¥ =1 jest
styczna do tej elipsy w punkcie (zg, yo).
Rozwigzanie. Dla punktéw (a,0) oraz (—a,0) zadanie jest latwe. Jesdli (xo,y,) & Oz, to
z poprzedniego zadania:

bz.’EO
Y—Yo = _agyo (x — z0)
czyli
azyoy — azyg = bexo:r + b2zg,

b zor + ayoy = b*al 4 ay?.

Dzielac przez a?b? dostaniemy
ToT Yoy _ T Yo 4
a? 2o a2 b2
y
P=(x.y)
styczna
F=(c.0) x

Rysunek 2. Styczna tworzy z promieniami réwne katy
. p . ‘ . — _ [z Yo -
Z3. Obliczy¢ cosinusy katow miedzy wektorem 7' = [2§, %3] a wektorami Fy P = [x¢ + ¢, yo]

——
oraz Fo P = [x9 — ¢, yo]-
Rozwigzanie. Korzystamy ze wzoru

azby + ayby

cos @ = —
|dl - [b]
Mamy
2 2
‘ TotPoe L Yy 14 e 424 pac 1
CO&@IZ _’. :_'. :2_’. :2_’.
|7 - rq |7i| -1 a?|f|-r a?id
oraz
Ig*CEOC yﬁ xocC 2
_ ety 1 et —wee
Cos g = —— =T = e = o
7| - ro |7i| - o a?lf|-re @il

Zatem cos 1 = cos 2. [



1.3. Hiperbola

Definicja 4. Hiperbola nazywamy zbiér wszystkich punktéw P spelniajgcych warunek:
||PFi| — |PFy]| = 2a,

gdzie Fy i Fy sq ustalonymi punktami (nazywanymi ogniskami hiperboli), a > 0 jest stalq.

Podobnie jak dla elipsy, wybierzmy tak uklad wspélrzednych by ogniska lezaly na osi Ox
symetrycznie wzgledem O, tj. F; = (—¢,0), F5 = (¢,0) dla pewnego ¢ > 0. Obliczajac
|PFy|,|PFs| otrzymamy réwnanie:

V(@ +)? +y2 = V(@ — o) +y?| = 2a. (6)

2

Po rachunkach przeprowadzanych analogicznie jak dla elipsy i oznaczeniu ¢? — a? = b? otrzy-

mujemy rownanie hiperboli:

S (7)

Jesli w (7) podstawimy y = 0, to otrzymamy x = =+a, a wiec hiperbola przecina o§ Oz w
punktach (—a,0) i (a,0). Te punkty nazywamy wierzcholkami hiperboli.

Ale dla z = 0 otrzymujemy réwnanie sprzeczne —g—; = 1. Zatem wspélczynnik b nie ma
interpretacji geometryczne;j.

Liczby 2a i 2b nazywamy odpowiednio osig rzeczywistg i osig urojong hiperboli. Natomiast
2c nazywamy ogniskowg hiperboli.

Definicja 5. Liczbe e = ¢/a nazywamy mimosrodem hiperboli.
Poniewaz teraz 0 < a < ¢, wigc e > 1.

Definicja 6. Hiperbole

nazywamy hiperbola sprzezona z hiperbolg (7).

Wierzcholki i ogniska hiperboli (8) leza na osi Oy.
Wryliczajac wspdlczynniki kierunkowe stycznych do wykreséw funkcji y = £b4/1 + i—i i ko-

rzystajac z réwnania stycznej do wykresu funkcji mozna do$é tatwo wykazaé nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2. Proste

b
y==-x (9)
sq asymptotami hiperboli (7) i (8).

Przyklad. Dana jest hiperbola x? — 32 = 8. Napisaé¢ réwnanie hiperboli wspétogniskowej
przechodzacej przez punkt A(—5,3).

Odp. &2 — % =1,

Przyklad. Napisa¢ réwnania stycznych do hiperboli 422 —y? = 4 poprowadzonych z punktu
A(1,4).

Odp. x=1,5x—2y+3=0.

Przyktad. Czy dla hiperboli prawdziwe jest zdanie: hiperbola sklada sie z punktéw, dla
ktérych iloczyn odleglosci od asymptot jzes;c staly?

. . . a“b
Odp. Tak, dla hiperboli (7) wynosi on e



1.4. Parabola
Definicja 7. Parabola nazywamy zbior wszystkich punktow P spelniajgcych warunek:
|PF| =d(P,1)
gdzie F jest ustalonym punktem (nazywanym ogniskiem paraboli), a l jest ustalong prostg
(kierownica paraboli).

Wybierzmy tak uklad wspoétrzednych by ognisko lezato na osi Oz, kierownica byta réwnolegta
do osi Oy a poczatek ukladu O byl w $rodku miedzy nimi. Przyjmijmy, ze ognisko F' ma

wspolrzedne (p/2,0), a kierownica ma réwnanie = —p/2. Dowolny punkt P(x,y) paraboli
spelia réwnanie:
_ B)Q 2 _ p
(x 5) T |z + 2|

Po podniesieniu do kwadratu i dokonaniu redukcji otrzymamy réwnanie paraboli w postaci
y? = 2pa. (10)

Wspblczynnik p nazywamy parametrem paraboli.
Przy powyzszych zalozeniach parabola przechodzi przez punkt (0,0) (ktéry nazywamy wierz-
cholkiem) 1 osia symetrii wykresu jest o§ Ox. Nieco ogélniejsze réwnanie

(y — y0)* = 2p(x — x0) (11)

przedstawia parabole o osi poziomej i wierzchotku w punkcie (zq, yo)-
Gdybysmy te parabole obrécili o kat § w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara,
to bedzie ona miala réwnanie

(z —20)* = 2p(y — wo),

ktore po wykonaniu dziatan mozna sprowadzi¢ do postaci
y=azx?+br+ec.

Jest to postaé znana ze szkoly Sredniej. Wierzcholek takiej paraboli ma wspétrzedne

b A
Ty = ——, Yo = ——, gdzie A =b? — 4ac.
2a 4a

Przyklad. Napisaé¢ réwnanie paraboli, majac dane ognisko F'(2,—1) i réwnanie kierownicy
r—y—1=0.
Rozwigzanie. Jedli P = (x,y) lezy na paraboli, to

i o _lzmy -1
V(@ =22+ (y+1)2=|PF|=d(Pl) = 12+ (-1)2
(w—y—1)

(=2 +(y+1)° = 5
2?2+ + 22y —6r+2y+1=0
Przyklad. Ustali¢ warunek, przy ktérym prosta y = ma + b jest styczna do paraboli y? =

2px.
Rozwigzanie. Réwnanie (max + b)? = 2pz, czyli

m?z? 4 2(mb — p)x + b* = 0,

musi mieé¢ jedno rozwiazanie. Zatem A = —4p(2mb — p) = 0, wiec mb = p/2.

Odp.: Warunek stycznosci to mb = p/2.

Przyktad. Udowodnié, ze styczne do paraboli y? = 2px poprowadzone z dowolnego punktu
kierownicy sa wzajemnie prostopadte.



Rozwigzanie. Réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (=%, y0) jest postaci

mp + 2y

Yy =mx + 9

Jesdli jest ona styczna do paraboli, to z poprzedniego przyktadu wiemy, ze musi by¢

mp+2yo p
m P Yo

2 2
czyli
pm? + 2yom — p = 0.
Ze wzoroww Viete’a: mime = f% = —1, a zatem proste sg prostopadle. J

2. Krzywe na plaszczyznie

Wykres funkcji ciaglej f(z) nazywamy krzywa na plaszczyznie. Ale ta definicja nie obejmuje
wiekszosci krzywych stozkowych, a nawet prostych réownolegltych do osi Oy. Podamy wiec
ogoblniejsza definicje, ktéra wystarczy do wiekszosci zastosowan.

Definicja 8. Krzywag na plaszczyznie nazywamy zbiér K punktéw postaci (f(t), g(t)), gdzie
f i g sa funkcjami cigglymi na pewnym przedziale I.
Roéwnania

v=f(t), y=g(t), tel (12)
nazywamy réwnaniami parametrycznymi krzywej K.

Przyktad. Naszkicowaé wykres krzywej
z=2 y=t>—-1 —-2<t<1.

I sposdb. Sporzadzamy tabele

3 1 1
t[ 2] -32[-1]-1J0] I]1
v 4] 3] 2] 1] 0] 1]2
v 3] S o] 2 [a[-2]0

IT sposéb. Obliczamy ¢t = %x i podstawiamy do y. Otrzymujemy y = ixz — 1. Jest to wiec
rownanie paraboli.
Roéwnania parametryczne nigdy nie sa jednoznaczne. Np. powyzsza parabola ma takze réw-
nania )
x=t, y:ZtQ—l, —4<t<2,
1
z =13, y:ZtG—L V=A<t < V2.

Krzywa (12) nazywamy gladkg, jedli funkcje f i g maja ciagle pochodne na przedziale I i te
pochodne nie sg jednoczesnie réwne 0 z wyjatkiem by¢ moze koncéw przedziatu I. Natomiast
jesli przedzial I mozna podzieli¢ na podprzedziaty tak, ze na kazdym podprzedziale krzywa
jest gladka, to krzywa nazywamy kawatkami gladkq.

Réwnania parametryczne niektorych krzywych

— Okrag o srodku (a,b) i promieniu r ma réwnania parametryczne:

x=a+rcost, y=>b+rsint, te|0,2n).



— Elipsa i—i + 'Z—j = 1 ma réwnania parametryczne:
x =acost, y=bsint, te][0,2m).
— Hiperbola z—z — g—j = 1 ma réwnania parametryczne:
x =acosht, y=~>bsinht, teR.
Wykorzystujac liczby zespolone mozemy rownania okregu zapisa¢ w postaci
2=z +ret, gdziezg=a+bi.

Roéwnania parametryczne pojawiaja sie w naturalny sposob przy opisie ruchu, bo wtedy
czesto mozna znalezé zaleznosci wspédlrzednych z,y od czasu t. W geometrii mamy cala
rodzine krzywych powstalych w wyniku ruchu.

Definicja 9. Ruletq nazywamy linie, jaka zakresla ustalony punkt na jednej krzywej tocza-
cej sie bez poélizgu po drugiej krzywej (zwanej kierownicg), przy czym obie te krzywe leza
w jednej plaszczyznie.

Jesli okrag toczy sie bez poslizgu po linii prostej, to ustalony punkt okregu zakresla krzywa,
ktéora nazywamy cykloidg Jezeli okrag ma promien a, a t oznacza kat obrotu, to réwnania

Rysunek 3. Cykloida

parametryczne maja postac
x =a(t —sint), y=a(l—cost)

Cykloida ma wazne wtasnodci.

Definicja 10. Krzywa, po ktérej czas staczania si¢ masy punktowej od punktu A do punktu
B pod wplywem stalej sity (sily ciezkosci) jest najkrétszy, nazywamy brachistochrong.

Definicja 11. Krzywa, po ktérej czas staczania sie masy punktowej pod wplywem stalej
sity cigzkoSci do najnizszego jej punktu jest taki sam, niezaleznie od punktu startowego na
tej krzywej, nazywamy tautochrong lub izochrong.

Cykloida jest jednoczesnie brachistochrong i tautochrona. Ta druga wlasnos¢ umozliwita

skonstruowanie zegara z wahadlem izochronicznym.
W zZegludze podstawowym problemem bylo i jest ustalanie polozenia. Szeroko$é¢ geograficzng obliczano usta-
lajac wysoko$é Stonica nad horyzontem lub (na pétkuli péinocnej) mierzac pozycje Gwiazdy Polarnej.

Natomiast obliczenie dlugosci geograficznej wymagalo znajomosci czasu lokalnego i czasu odniesienia, bo
réznica tych czaséw okresla dtugosé katowa miedzy miejscem aktualnym, a miejscem odniesienia. Wymagato
to dokladnych zegaréw. Christian Huygens (1629 - 1695) dzigki odkryciu wlasnosci tautochrony u cykloidy
skonstruowal zegar z wahadlem izochronicznym.

Inne ciekawe krzywe otrzymamy, gdy okrag toczy sie po innym okregu. Toczenie moze sie
odbywaé po wewnetrznej albo po zewnetrznej stronie nieruchomego okregu. W zaleznosci od
proporcji promieni obu okregéw otrzymujemy rozmaite krzywe.
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— Epicykloida jest to krzywa jaka zakresla ustalony punkt okregu toczacego sie bez poslizgu
po zewnetrznej stronie nieruchomego okregu.

— Hipocykloida jest to krzywa jaka zakresla ustalony punkt okregu toczacego sie bez poslizgu
po wewnetrznej stronie nieruchomego okregu.

Przykladem epicykloidy jest kardioida, ktéra powstaje, gdy oba okregi maja te same promie-

nie.

Natomiast gdy po okregu nieruchomym toczy sie wewnetrznie okrag o promieniu 4 razy

mniejszym, to powstala hipocykloide nazywamy asteroidg.

3. Uktad biegunowy

Uklad wspélrzednych biegunowych sktada sie z ustalonego punktu O (bieguna) i p6losi o po-
czatku O (osi biegunowey).

Dla dowolnego punktu P réznego od O niech r = |OP], a ¢ niech bedzie miara kata skierowa-
nego od osi biegunowej do wektora OP. Liczby (r, ¢) nazywamy wspo6lrzednymi biegunowymi
punktu P.

Poniewaz ¢ jest katem skierowanym, wiec wspolrzedne biegunowe danego punktu nie sa
jednoznaczne. Np. (3, %), (3, %), (3, f%’r), reprezentuja ten sam punkt.

Przyjmujemy takze, ze biegun ma wspélrzedne (0, ¢) dla dowolnego .

Przyktad. Naszkicujemy wykres funkcji r = 2 + 2 cos ¢.

Sporzadzamy tabelg

|0 w/6 | w/4 |w/3|2r/3|3x/4]| 57/6 | =
rlfal2+V32+v2] 3| 2 | 1 [2-v2]2-V3
Krzywa o réwnaniu r = a(1 4 cos ¢) nazywa sie kardioidg.

Jezeli na plaszczyznie mamy jednoczesnie uklad biegunowy i kartezjanski Ozy, przy czym
dodatnia pélos x pokrywa si¢ z osia biegunowa, to mamy zwiazki:

T =rcosp, Yy=rsiny

tgp="2, r?=a?+y?
x

Przyktad. Jakie réwnanie kartezjanskie ma krzywa r = 4sin ¢?

Mnozac obustronnie przez r dostajemy r? = 4rsin @, a wiec 22 + y? = 4y, czyli

w2+ (y —2)? = 4.

Jest to okrag.
Przyktad. Jakie réwnanie biegunowe ma krzywa (22 + %)% = a?(2? — y?) (a > 0)?
Mamy

(r%)% = a*((r cos p)? — (rsing)?)
r* = a?r?(cos? ¢ — sin? @)
r? = a? cos 2p
Ta krzywa nazywa sie lemniskatq Bernoullego.
Zadanie. Naszkicowaé¢ wykresy krzywych (a > 0):
1. 7 = ap (spirala Archimedesa)
2. r= % (spirala hiperboliczna)
3. r =e% (spirala logarytmiczna)
Uwaga: w punkcie 2 uwzglednié, ze rsin ¢ = a%, a wiec lim,_oy = a.
Spirala Archimedesa jest trajektoria punktu, ktéry przemieszcza sie jednostajnie po prostej, podczas gdy
prosta obraca sie jednostajnie wokét jednego ze swoich punktéw. Jest to krzywa rowka na ptytach winylowych.

Spirala logarytmiczna (spira mirabilis) pojawia sie¢ w przyrodzie, np. muszla lodzika (gatunek migczaka)
ma jej ksztalt. Na zyczenie Jacoba Bornoullego (1654 - 1705), ktéry ja badal, spirale umieszczono na jego

nagrobku w Bazylei.



4. Obrét ukladu wspélrzednych

Zadanie. Uklad Ozy zostal obrécony dokola punktu O o kat ¢. Punkt P = (z,y) ma
w nowym uktadzie wspélrzedne (z/,y'). Znalezé wzory wyrazajace stare wspolrzedne (x,y)
w zaleznosci od nowych (2/,y’).

Rysunek 4. Obrét uktadu wspoétrzednych

Niech |OP| = p oraz 6 kat jaki wektor OP tworzy z osig Ox’. Wtedy

2’ =pcosd y =sinf

x =pcos(f + p) y =sin(0 + )
Wykorzystujac wzory na cosinus i sinus sumy dostajemy;

x = pcosfcosp — psinfsing = a2’ cos p — y sinp

y = psinfcosp + pcosfsiny =1 cosp + 2’ sinp = 2’ sin p + 3 cos ¢
W zapisie macierzowym:
[m}_[cosgp —singp][m’}
y | | sing  cosep Y

Przyklad. W ukladzie Ozy dana jest krzywa o réwnaniu xy = 1. Jakie bedzie miata réw-

nanie, jesli uktad obrécimy o kat 77
Rozwigzanie. Mamy

a wiec
V2 2
sz(x’—y’), 1127(30'+y/)-

Podstawiamy do réwnania:

1
5(1,/2 _y/2) 1
/2 12
Yo
2 2



